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１ はじめに

次元 Riemann多様体 , の距離関数を ，Ricci 曲率を Ricで表す． を定数とするとき －1 を

満たす 次元 Riemann多様体 , のクラスについて，多様なコンパクト性定理が証明されている．とりわけ，こ

れらの定理は，Ricci曲率の下限 による測地球の体積評価に依っている．

それは， を中心とする半径 の測地球 ＝ , の体積を定曲率 の 次元定曲率空間にお

ける半径 の測地球の体積を と比較するものである．

定理1.1（ の比較定理）． －1 である 次元 Riemann多様体 , において， , ＞0

とするならば， が成立する．

近年 Petersen, Weiらによって，条件である Ric曲率の下からの一様有界性をある種の積分ノルムの条件に置き

換える試みが行われて来た ([２], [３])．

を 曲率の における最小固有値とし， ＝ max , － と定義する．

定理 1.2. 次元 Riemann 多様体 , において，任意の , ＞ , 0, ＞0 に対し，

＝ , , , ＞0が存在して， ＜ ならば，

1＋
＋
2

1

コンパクト性定理の証明には Riemann多様体のクラスに対し測地球の体積の局所増大性条件，すなわち，クラ

スに属する任意の Riemann多様体に対し， ＜ ならば / が成立するような，Riemann多様体に依

らない定数 ＞0， ＞0が存在する事が必要になる．

曲率の下からの一様有界性が仮定される場合，比較定理で を , の直径 にとることで，測地

球の体積の局所増大性条件が得られる．

定理1.3（ の比較定理）． －1 である 次元 Riemann多様体 , において， ,

＞ ＞0とするならば，

が成立する．

系1.4. 次元多様体 , が， －1 , , をみたすならば，
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が成立する．

本稿では測地球の体積の局所増大性と Ricci曲率の積分ノルムとの関係について論じる．

2 Bischop型の比較定理

ｒ＋＝ ｒ とする． ＝ ＝1 を における接平面の単位球とするとき，同一視 －1

のもとで， , の体積要素 の極座標 ｒ＋
－ での表現を ＝ とする．ここで，

は －1 の標準的な体積要素とし， ＝ , は，最小軌跡の外すなわち ＞ では0とみなす．

＝ , 0， ＝ －1とすると，

－
1
－1 , , (2.1)

0, ＝1, (2.2)

0, ＝ 0, ＝0 (2.3)

が成立することは良く知られている．ここに， は に関する微分である．

上の ＋ ｒ を，

＝－
1
－1 min ,

＋ ＝ max ,0

で定めれば，(2.1) から， ＝ exp のとき

＋ (2.4)

である．

関数 ＝ , を，

－ ＝ (2.5)

で定める．(2.2)，(2.3) から，

0, ＝0 (2.6)

である．

(2.5) を で微分して，

－ ＋ 2 ＝ ＋ ,

さらに (2.5) を使って，

－ ＝ ＋ ＋ 2 ,

したがって，
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＝－2 / － 2＋ / (2.7)

を得る．

ここで関数 ＋を ＋＝ ＋ , ＝ max , , 0 で定め，その微分を

＋ , ＝ lim
0

＋ ＋ , － ＋ ,

と考える．

＞ とする．(2.7) から，

＋
－1 －2 －1 ＋

－1/ － －1 ＋
2
＋ －1 ＋ ＋

－2

と

＝ －1 / ＋ －2 －1 / ＋ －1 ＋ (2.8)

から，

＋
－1 ＝ ＋

－1 ＋ ＋
－1

－ 2 － －1
＋
－1 / － － ＋ ＋ －1 ＋ ＋

－2

－ － ＋ ＋ －1 ＋ ＋
－2

を得る．両辺を0から ＞0まで積分して，

＋
－1 －1

＝ ＋ － 0 ＋ －1 0 ＋ ＋
－2 ,

ここで， ＋
－1 －1 0なので，

0 ＋
－1
－ 0 ＋ ＋

－2 (2.9)

を得る． ＞0として，Youngの不等式，

＋ ＋
－2 2 － 2 ＋

2＋
－2

－2 ＋

を (2.9) に適用し， ＝
－1 －2

－
－2 ととれば，

1－ 2－1 0 ＋
2 －1

－
－1 －2

－
2－1

0 ＋
2 ,

さらに ＝
－2

＜1とおいて，

2 －2 2－1

0 ＋
2 －1

－
－1 －2

－
2－1 0 ＋

2 ,

したがって，

0 ＋
－1
－

2
0 ＋

2 (2.10)
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を得る．

(2.10) の両辺を －1 で積分して，

－1 0 ＋
－1
－

2
＋
2 (2.11)

を得る．

(2.8) から，

－1 ＋ －1 ＋ ,

これを0から まで両辺を積分して，

＝ 0 ＋ －1 0 ＋ ,

さらに， －1 で積分して，

－1 ＝ －1 0 ＋ －1 －1 0 ＋

である．ここで， ＝ ＝ ＝ －1 0 とおくと， ＝ －1 ＝ であるので，Hölderの

不等式と (2.11) から，

＋ －1 1－ 1
－1 0 ＋

1

＋ －1 －1
－

1
2 1－ 1

＋
2

1

,

したがって，

1
－1

－1 －1
－

1
2 －

＋
2

1

を得る．さらに積分を繰り返せば，0＜ のとき，

1

－

1
－1
－

－1
－

1
2 1－

＋
2

1

(2.12)

0とすれば，Peterson-Weiの体積評価の ＝0の場合を得る．

定理2.1. , を 次元 Riemann多様体とする． ＞ ， ＞0， に対し，

1
＋

－1
－

－1
－

1
2 1－

＋
2

1

が成立する．ここで， は －1 の標準的な体積である．

証明．lim
0

＝ から明らかである． □

さらに次の命題が成立する．
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命題2.2. 次元 Riemann多様体 , ， ＞ ， ＞0， が与えられたとする．0 ＜1である に対し，

2 1
＋
2

2
－ 3

－1 －1 2
2

が成立するならば，0＜ ＜ のとき，

1－

が成立する．

証明．(2.12) を

1－ －1
－

－1
－

1
2 1

＋
2

1

と書き換えて，仮定

－1 1
＋
2

1
－ 3

－1

1
2

から，

1－

を得る． □

3 Neckの体積

命題2.2では， ＋
2の平均が十分小さい 次元 Riemann多様体のクラスに対して，相対体積比較定理，さらには測

地球の体積の局所増大性条件が成立することを示している．本節では，Gallot [１] に習い，一般的な条件，すな

わち，ある ＞0に対し，

＋
2 (3.1)

を満たす 次元 Riemann多様体のクラスでは測地球の体積の局所増大性が導けないことを示す．

ｒの正値関数 が与えられたとき，ｒ － に ＝ 2＋ で Riemann計量を与える．ここで は －1の標

準的な計量である．ｒ － の各点で，接平面の正規直交系 , , を， がｒに沿うようにとれば，Codazzi

の方程式から，

, ＝－ ＋ －1
2 1－ 2

, ＝－ －1

である．

＞2 とし， 2, ＞0を ＝
－1，

－1＝
1
2 2

と固定して， ＜ とする．

の範囲で を ＝ ＝ 2＋ 2 2 で定める．
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＝ 2＋ 2 2－1,

＝ －1 2＋ 2 2－1－ －2 2 2＋ 2 2－2

－1 2＋ 2 2－1

から，

＝2 2 ＝ ,

＝ 2 2－1 －1＝
1
2 ,

－1 2 2－1 －2＝
－1
2

であるので， ＜ 2 の範囲で， が単調減少で， 2 ＝0， 2 ＝1， 2 2 2 ＋ であり， ＞2 の

範囲で 0， 1となるように， 級正値関数 ＝ ｒ ｒを構成することができる．

Riemann 計量を ＝ ＝ 2＋ で定義する． ＞0 を変化させるとき，Riemann 多様体のクラス

ｒ －
＜ ＜ に測地球の局所増大性条件が成立するとすれば，

(3.2)

となる によらない定数 ＞0が存在する．

Codazziの方程式から

＋

であり， ＞2 の範囲で ＋ 0であることは容易に確かめられる．

さらに， の範囲で

＋
2 －1 2 －1 2

であり， ＜ 2 の範囲で， ，
－1
2 であるので，

＋
2 －1 2－ －1 2

2 2
－

である．したがって，条件 (3.1) が

ｒ － ＋ － ＋
－ －

－

－ ＋

の形で成立する．

一方で， ＝ ｒ － を固定すると，

－1 －
－1 2 2＋1 ＋1

であり， 0のとき，

2 2＋1 － ＋1 0



─ ─235

Riemann多様体の測地球の体積と，Ricci曲率の積分ノルム

となる．(3.2) に反するので，この Riemann多様体のクラスに対して測地球の局所増大性条件は成立しない．

4 別型の Ricci曲率の積分ノルム

本節では 型ノルムよりも強力な ＋ の積分ノルムの評価から，測地球の局所増大性条件が導かれることを示

す．

定理4.1. ＞
1
， ＞0， 0とする． 次元 Riemann多様体 , , に対し，

1 exp －1
＋

1
2 (4.1)

が成り立つならば，定数 ＝ , , ＞0が存在して，0＜ ＜ である に対し，

(4.2)

証明． ＝ とおく．(4.1) から，任意の整数 ＞ に対し，

－1
＋
2 !

が成立する．

－1 1
＋
2

1
!

1

であるので， ＝ , , , ＝
－1
－ 3

1
2 !

1

とおけば，

－1 1
＋
2

1
－ 3

－1

1
2

であり，
!
1

1
から， のとき， ＝

2 －1
－ 3

1
2 !

1
1 1

＜1である．したがって命題2.2から，

1－

が成立する． ＝ , , を， ＝ max ＞ , ＜1 1－ で定めれば 0＜ 1であり，

(4.3)

が成立する． □

測地球の体積の局所増大性について，次の系が成立する．

系4.2. ＞
1
， ＞0， ＞0， 0 とする． 次元コンパクト Riemann多様体 , が， ,

および，

1 exp －1
＋

1
2

を満たすならば， , , にのみ依存した ＞0が存在して，0＜ ＜ のとき
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が成立する．
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