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１ はじめに

前論文では，測地球の体積と Ricci曲率 Ricのある種の積分ノルムの関連を論じた．本稿で

は同様のノルムと等周定数との関連を Croke [1] の方法を辿ることで論じたい．

次元コンパクト Riemann多様体 , において，等周定数 は次のように定義される．

定義１（等周定数）

＝ －

ここで infは， ＜
1
2 であるような，境界 が滑らかな領域 を動かしてとる．

はその境界の部分多様体としての体積である．

ｒ＋＝ ｒ 0 , ＝ ＝1 , ＝ とする．

前論文 [3], [4] での議論の対象としたのはRicci曲率から定まる関数の積分ノルムであった．

定義２（関数 ＋） : ｒを，

＝－
－

（ ）

で， ＋ : ｒ＋を

＋ ＝ （ ）

で定める．

＋の 型ノルムで等周定数 の評価を試みたのは，Gallot [2] が最初であろうと思われる．

しかし， 型ノルムでは条件が若干弱く，次のような例を構成することが可能であった．

例１ － － である 次元多様体 を固定し， の周辺で多様体 を

「括れさせ」，－ － の外では変化しないパラメータ付のRiemann計量 を考える． 0

とするとき，ある定数 ＞0, ＞0, ＞0に対して ＋
2 ＜ , , ＞0

を満たしつつ， －1 次元部分多様体 － の体積が，0に収束するような，Riemann計

量 を多様体 に定める事ができる．
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極座標 ｒ＋× , exp において , の体積要素 を

＝ －

＝

と表す． は －1 の標準的な体積要素である．

を 方向の cut value，すなわち，

＝ ＝ ＜ ＜

とすると，0＜ ＜ において ＝ , は，

＞

を満たす． ＝ exp は（1.2）で定義された関数である．

定義３（関数 ＋）関数 ＝ , , ＋＝ ＋ , を

＝ －

＋＝

で定義する．

と の間には次の関係式が成立する。

＝－ － ＋

＞ のとき，この（1.6）から，Petersen, Weiらは ＋ と， ＋ の間の積分不等式を導いた

（[5], [6]）．定数
－1
－

2
の明示的な計算は [3] による．

＋
－
－ ＋

２ 領域を見込む立体角

を境界 が滑らかな領域で， ＝ とする． に対し，

＝ ＞ ＜ ＜

とする．0＜ ＜ のとき， であり，測地流を ＝ exp で表すと，－

は境界 における の内向きの単位接ベクトルである． を

＝ － ＜ －
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とする．

＝ － － －

となることに注意しよう．0＜ ＜ － のとき， － , ＝ 0 － , －1 とおくと，

＝ － － － － －

が成立する．

また， 1のとき，

－ －
＋

－

が成立することは［3］でも述べた．

のとき，(2.5) を 0＜ ＜ － で積分して，

－ －
－

－
－
－

－ － －
＋

－

を得る． － であるので，

－ －
＋

－
－

－ －
＋

－

となる．

さらに，(2.6) の両辺を で積分して，

＋
－
－

－
＋

を得る．

したがって，(2.7), (1.7) から，続く定理を得る．

定理 , を 次元コンパクト Riemann多様体とする． を境界 が滑らかな領域

で， ＝ とする． , ＞ に対し，

＋
－
－

－
－

－
＋

が成立する．ここで， は －1 の標準的な体積で計算する．

３ 境界よりの積分

には の Riemann計量 から定まる自然な体積要素 が定義される．

とする． を の内向きの単位法ベクトル， ＋ を，
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＋ ＝ 〈 〉＞

とする． ＋ に対し， を

＝

とすると，

＝ ＝ ＋ ＜

であり，次の等式はよく知られた結果である．

命題 上の関数 に対し，

＝ ＋ 〈 〉

＝ ＝ ＋ 〈 〉

が成立する．ここで， は境界 に誘導された体積要素である．

Croke［1］の巧みなところは，Berger-Kazdanによる次の不等式の応用である．

定理 , を 次元 Riemann多様体， , ＜ のとき，

＋ － － －

が成立する． , －1 は単位球 , －1 の標準的な体積である．

Hölderの不等式とともに，定理3.2を命題3.1に適用すると，

＋ 〈 〉 ＋ ＋
＋ 〈 〉 ＋

－
＋ 〈 〉

－ － ＋

－ ＋

－ に注意して，

＋
－
＋

＋ 〈 〉 －
＋

＝ 0 , －1 として，再び命題3.1から，

＋
－
＋

－ ＋
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＝ ＋
－
＋

－ ＋

＋
－
＋ ＋

＝ ＋
－
＋ ＋

定理2.8を に関し積分して (3.7) を適用すると，次の命題を得る．

命題 次元コンパクト Riemann多様体 , において， を境界 が滑らかな領域

で， ＝ とする． ＞ のとき，

－
－
－

－
－

－
＋

－
＋

＋ －

＋

が成立する．特に ＜
1
2 の場合，

－
－
－

－
－ ＋

－
＋

＋ －

＋

を得る．

４ 等周不等式

のとき，

＋ ＋

であるので，(3.9) の左辺は１に収束する．したがって，0＜ ＜1なる定数を固定すると，十分

大きい ＞ に対し，

＋

－
＋

＋

＋
＋

－

が成立する．[4] でのように，このような を ＋ のある種の積分から評価できればよい．

＞0, ＞0, ＞0が与えられたとき，

＋

＞

の条件を考えよう．定数 の条件は後に定める．

(4.3) から
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＋

が直ちに従う．

このとき，(3.9) の左辺は

－
－

＋
－
－

－

で下から評価され，さらにこれ は，1－ 1 × －1
に収束する．

したがって，0＜ ＜1 なる が与えられたとき， ＞
－1

なる をえらべば，(3.9) の右辺

が 以下となる最初の ( ＞ )が， , , , から計算できる．以上のことから次の結果を得

る．

定理 , を 次元コンパクト Riemann 多様体とする．0＜ ＜1 なる が与えられたと

き， ＞
－1

なる に対して， ＞0, ＞0, ＞0が与えられ，

＋

＞

を満たしているとする．このとき， , , , のみに依存する ＞ が存在して， の等周定

数 に対し，

＋ ＋ ＋

－
＋ ＋

が成立する．

５ 終わりに

例２ が 2級でなく， ＋は有界ではないが，
1 exp

＋

1
2 が有界となる

ような Riemann計量 を －1, 1 × －1 において

＝ ＋

＝ － ＋

で構成することができる．ここで， は の標準的計量， は 等から定めるパラメータであ

る．詳しくは［ ］を参照していただきたい．
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