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リーマン多様体上の曲線の空間と
Laplace-Beltrami作用素について

廣　島　　　勉

　［2］では不完全ではあるが、リーマン多様体上で経路積分を表現することを考察した。本論
文では、適当な条件の下でリーマン多様体の曲線の空間が、ヒルベルト空間L2（［0, 1］, n）と
みなせること、および、L2（［0, 1］, n）上のある作用素が、MのLaplace-Beltrami作用素に対応
する、L2（［0, 1］, n）上の「微分作用素」の計算に、重要な役割を果たすことを示したい。

　（M, g）を、n次元コンパクトリーマン多様体とする。Mは連結で、向き付けられ、境界を持
たないとする。π：O（M） → Mをリーマン計量gから誘導される（M, g）の主SO（n）束、ω、
θを、それぞれ、リーマン多様体（M, g）のLevi-Civita接続の接続形式と標準1次微分形式とす
る。
　γ: ［0, 1］ ∋ s γ（s） ∈Mが、MのC 1級の曲線であるとき、O（M）のC 1級の曲線γ̂: ［0, 1］ 
→ O（M）で、Levi-Civita接続に関するγの水平持ち上げ、すなわち、

π（γ̂（s）） = γ（s）,

ω（ dγ̂
ds ）= 0

となる曲線が、起点p0 ∈ π－1（x0） （x0 = γ（0））の選び方を除いて、一意的に定まる。

　ξ = θ（ dγ̂
ds ）とすると、ξは区間［0, 1］で定義された、 n値C 0級関数である。

　ここでは、逆に、2乗可積分な n値関数ξから、O（M）の水平な曲線が定義できることを見
よう。

 ξ ∈ L2（［0, 1］, n）と起点p ∈ O（M）が与えられたとき、

ω（ dγ̂
ds ） = 0,

θ（ dγ̂
ds ） =ξ 

（1.1）

となる曲線γ̂ : ［0,1］ → O（M）が一意的に存在する。
．主束の局所自明化を与えるような、O（M）の座標近傍（U, φ）をφ= （x, a） : U → n×（n）

とする。
この座標近傍内でO（M）の曲線γ̂の接ベクトルは
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dγ̂
ds

 = 
d（x○γ̂）

ds
+

d（a○γ̂）
ds

と表される。第2の成分はO（M）の垂直成分であり、微分方程式（1.1）は、

θ（ dγ̂
ds ） = n
Σ

i＝1

d（xi○γ̂）
ds

θ（ ∂∂xi） = ξ,

ω（ dγ̂
ds ） =

n
Σ

i＝1

d（xi○γ̂）
ds

ω（ ∂∂xi） + 
d（a○γ̂）

ds
 = 0

と書き下せる。（θ（ ∂∂xi））i=1, 2, ..., nを行列とみなせば座標近傍内で正則であるので、その逆行列を

P（x, a）として、微分方程式（1.1）を書き直すと

d（xi○γ̂）
ds

 =
n
Σ

j＝1
P i

j （x ○γ̂, a ○γ̂）ξj,

d（a ○γ̂）
ds

 =－
n
Σ

i＝1, j＝1
ω（ ∂∂xi） P i

j （x ○γ̂, a ○γ̂）ξj

となる。すなわち、座標近傍内で微分方程式（1.1）を解くことは、φ（U） ⊂ n×（n）から線型
写像の空間Hom（ n, n ⊕（n））に値を持つ関数 Fを

F（u） = F（x, a） = P（x, a） ⊕（－ n
Σ

i＝1
ω（ ∂∂xi） P i（x, a））

とするとき、f : ［0, 1］ → φ（U） ⊂ n×（n）を未知関数として、微分方程式

f '  =  F（ f）ξ （1.2）

を解くことに他ならない。
　主束O（M）には、底空間Mの計量gとSO（n）の標準的な計量から、自然に誘導された計量が
存在する。exppを、その計量に関するO（M）の指数写像とする。O（M）の座標近傍（U, φ）をφ= 
expp、φ（U） = D（r） = ｛u ∈ n×（n） | |u|2 ＜ r｝なるように改めてとり、r > 0を

K = sup ｛|F（u）| | u ∈ D（r）｝< ∞,

L = sup ｛ |F（u1）－F（u2）|
|u1－u2|

 |u1, u2 ∈ D（r）, u1≠u2｝<∞
なるように選ぶ。初期値p = （0, 0） ∈φ（U）に対し、関数列｛ f i（s）｝i=0,1,2,...を漸化式

f 0（s） = 0,

f i（s） =
s

0
F（ fi－1（σ））ξdσ　　　（i = 1, 2, ...）

で定義する。
　δ = sup｛s | √sK||ξ||L2＜r ｝とおくと、

| s

0
 F（ fi （σ））ξdσ|≤√sK||ξ||L2

であるから、0 ≤ s ≤δである限り、fi（s） ∈ D（r）となり、C 0級の関数列｛ fi（s）｝i=0, 1, 2, ...は定義す
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ることができる。また、その導関数については、

 f '0（s） = 0,
f 'i （s） = F（ fi－1（σ））ξ　　　（i = 1, 2, ...） 

（1.3）

より、0 ≤ s ≤δにおいてL2関数となる。
　関数列｛ fi（s）｝i=0, 1, 2, ...の極限が存在することは、標準的な議論で示される。gi（s） = fi+1（s）－ fi（s） 
（i = 0, 1, 2, ...）とおくと、

|g0（s）| ≤  
s

0

 |F（ f0（σ））ξ|dσ≤√sK ||ξ||L2,

|gi（s）| ≤
s

0

 |F（ fi（σ））ξ－F（ fi－1（s））ξ| dσ ≤ |gi（σ）|2dσ
s

0

L||ξ||L2　　　（i = 1, 2, ...）

から、帰納的に

|gi（s）| ≤ si+1

（i + 1）!
KLi ||ξ|| i+1

L2

であり、i＞ jのとき、fi（s）－fj（s） = gi－1（s） + gi－2（s） + … +gj（s）であるから、

| fi（s）－fj（s）| ≤ K
i－1

Σ
k＝j

sk+1

（k+1）!
KLk ||ξ|| k+1

L2

となる。ここで、

l
k→∞
im （ k!）

1
k  = l

k→∞
im（k!）1

k = ∞

より、級数Σk

zk

k!の収束半径は ∞ であるから、級数Σk
sk+1

（k+1）!
KLk ||ξ|| k+1

L2 は収束する級数であ

り、0 ≤ s ≤δにおいて関数列｛ fi（s）｝i=0,1,2,...はC 0位相でコーシー列となる。関数列｛ fi（s）｝i=0,1,2,...

はC 0収束する。
　関数列｛ fi（s）｝i=0,1,2,...の導関数列｛ f 'i（s）｝i=0,1,2,...については、

δ

0

| f 'i（σ）－f 'j（σ）|2dσ ≤
δ

0

|F（ fi（σ））－F（ fj（σ））|2|ξ|2dσ ≤ L||ξ||L2 max
0 ≤σ≤δ

| fi（σ）－fj（σ）|

から、0 ≤ s ≤δにおいて、関数列｛ f 'i（s）｝i=0,1,2,...はL2位相でコーシー列を成す。導関数列
｛ f 'i（s）｝i=0,1,2,...はL2位相で収束する。
　したがって、関数列｛ fi（s）｝i=0, 1, 2, ...はL2,1位相で収束し、その極限 fは微分方程式（1.2）の0 ≤ s 
≤δにおける解となる。
　また、関数gが0 ≤ s ≤δにおいて、微分方程式

g'  = F（g）ξ

を満たし、かつ f（0）=g（0）であるとすると、

| f（s）－g（s）|2 ≤ L2 ||ξ||2L2 
s

0
| f（σ）－g（σ）|2dσ （1.4）
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の不等式が成立する。a（s）を

a（s） = exp（－sL2 ||ξ||2L2） 
s

0
| f（σ）－g（σ）|2dσ

と定義すると、不等式（1.4）から、a'（s） ≤ 0をみたす。ところが、a（0） = 0であるので、0 ≤ s ≤
δにおいて、恒等的にa（s） ≡ 0、したがって、| f（s）－g（s）|2 ≡ 0であることが示される。
　このように、微分方程式（1.1）は、初期条件γ̂（0） = uの下で、あるδ＞0に対し、0 ≤ s ≤δの
範囲で一意的な解をもつことがわかった。
　微分方程式（1.1）の解が0 ≤ s ≤ 1まで延長可能なことを見るため、

δ*= sup ｛δ | 0 ≤ s ≤δにおいて微分方程式（1.1）の解が存在する｝

とおこう。
　もしδ*＜1であったとする。dO（M）を主束O（M）の自然な計量に関する距離とすると、s1＜ s2

＜δ*に対し、

dO（M）（γ̂（s1）, γ̂（s2）） ≤  
s2

s1

|ξ|dσ ≤ |s2－s1| ||ξ||L2

であるため、極限u* = lims↑δ* γ̂（s） ∈ O（M）が存在する。座標近傍をπ（u*） ∈ Mの周りで取り
直し、上記議論を繰り返せば、あるε＞0に対し、δ*－ε ≤ s ≤δ* +εにおいて、微分方程式
（1.1）の解γ̂1が存在し、δ*－ε≤ s ≤δ*においては、一意性からγ̂とγ̂1は一致する。γ̂とγ̂1を
接続すれば、0 ≤ s ≤δ* +εにおける、微分方程式（1.1）の解となる。これはδ*の定義に矛盾す
るためδ* = 1でなくてはならない。 □
　この定理より、起点x0 ∈ Mを固定するとき、接ベクトルが2乗可積分である曲線の空間が
次の様に定義できる。

Ω2（M, x0） = ｛π○γ̂|γ̂ : ［0, 1］ → O（M）, π（γ̂（0）） = x0, ω（ dγ̂
ds ） = 0, θ（ dγ̂

ds ） ∈ L2（［0,1］, n）｝

　定理1.1により空間Ω2（M, x0）は、L2（［0,1］, n） ∋ξ  π○γ̂を謂わば座標として持つと考え
られる。
　Yをγ̂に沿ったPのベクトル場とする。Levi-Civita 接続においては、歪率は0であるので、

2dθ（ dγ̂
ds

, Y） = ω（Y）θ（ dγ̂
ds ） = ω（Y）ξ,

2dω（ dγ̂
ds

, Y） = R（θ（ dγ̂
ds ）, θ（Y）） = R（ξ,θ（Y）） 

（2.1）

である。ここでは、（M,g）リーマン曲率Rを、枠束O（M）上のHom（ n⊗ n⊗ n, n）値関数と
みなしている。
　ξ ∈ L2（［0,1］, n）が、定理1.1によりO（M）の曲線γ̂に対応しているとする。それらの変分
の間には次の関係が成立する。
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  ξの変分をηとするとき、O（M）の曲線γ̂のηに対応する変分Yは、初期条件θ（Y） = 
0, ω（Y） = 0の下で、微分方程式

θ（Y）'  = η + ω（Y）ξ,
ω（Y）'  = R（ξ, θ（Y）） 

（2.2）

の解である。

証明．曲線の変分Yに対しては、［ d
ds

, Y］ =  0であることに注意して、

2dθ（ dγ̂
ds

, Y） =  
d
ds
θ（Y）－Y （θ（ dγ̂

ds ）） =θ（Y）'－η,

また、

2dω（ dγ̂
ds

, Y） =  
d
ds
ω（Y）－Y （ω（ dγ̂

ds ）） = ω（Y）'

なので、（2.1）から、命題を得る。 □

　積分
s

0
dσを単に と書くこととし、L2（［0,1］, n）からそれ自身への作用素 Zを、

Zf =  （ R（ξ, f））ξ
で定義する。f fは L2（［0,1］, n）からそれ自身へのコンパクト作用素であるので、Zもコン

パクト作用素である。

ω（Y） = R（ξ, θ（Y）） = R（ξ, θ（Y）'）
であるので、微分方程式（2.2）は、初期値条件も含め、作用素 Zを用いて

η = （1－Z）θ（Y）'  （2.3）

と表される。
　多様体Mはコンパクトであるから、maxO（M）|R（a, b）| ≤ K |a||b|となるK ＞ 0が存在する。し
たがって、0 ≤ s ≤ 1において、

|R（ξ, f）|（s） ≤ √sK |ξ| || f ||L2,

| R（ξ, f）|（s） ≤ 
s2

2
 K ||ξ||L2 || f ||L2,

|Zf |（s） ≤ 
s2

2
|ξ|・K ||ξ||L2 || f ||L2 （2.4）

の各評価が成立する。最後の不等式（2.4）から、

|| Zf ||L2 ≤ 
1
2

K ||ξ||2L2 || f ||L2

を得る。したがって、
Zの作用素ノルムは
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|| Z || ≤ 
1
2

K ||ξ||2L2

を満たす。
　次に、Zのべき乗の作用素ノルムについての評価を導こう。

0 ≤ s ≤ 1において、

| Zkf |（s）≤ 
sk

（2k）!
 |ξ|・Kk ||ξ|| 2k－1

L2 || f ||L2 （2.5）

が成立する。
証明．k = 1においては（2.4）そのものである。いま、kにおいて命題が成立するとすると、

| Z kf |（s） ≤ s2k+1

（2k+1）!
 K k ||ξ|| 2k

L2 || f ||L2,

|R（ξ, Z kf ）|（s） ≤ s2k+1

（2k+1）!
|ξ|・K k+1 ||ξ|| 2k

L2 || f ||L2,

| R（ξ, f ）|（s） ≤ s2k+2

（2k+2）!
 K k+1 ||ξ|| 2k+1

L2 || f ||L2,

| Z kf |（s） ≤ s2k+2

（2k+2）!
 |ξ|・K k+1 ||ξ|| 2k+1

L2 || f ||L2

より、k + 1でも命題が成立する。 □
　（2.5）から、次の命題を得る。

Z kの作用素ノルムは

|| Z k || ≤ 
1

（2k）!
 K k ||ξ|| 2k

L2

を満たす。
作用素 Zのべき級数和、

1 + Z + Z2 + …

は、作用素ノルムで収束する。したがって、（1－Z）－1はL2（［0,1］, n）上の有界作用素である。
 □

．級数Σk
z k

（2k）!
の収束半径は、

l
k→∞
im （（2k）2）1

k  = l
k→∞
im （（2k）2）1

2k  = ∞

より∞となるので、級数Σk
1

（2k）!
 K k ||ξ|| 2k

L2は収束する。したがって、Σk || Z k ||も収束する。

　したがって、方程式（2.3）から、次の命題を得る。
ξの変分をηとするとき、O（M）の曲線 γ̂ のη に対応する変分Yは、

θ（Y）'  = （1－Z）－1η

で、与えられる。
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D

　fをM上の滑らかな関数とする。写像L2（［0, 1］, n） → Ω2（M, x0） ∋γ  γ（1） ∈ Mによっ
て、fをL2（［0, 1］, n）上に引き戻し、空間L2（［0, 1］, n）上で微分することを考えたい。
　L2（［0, 1］, n）の正規直交基｛φv｝を固定する。L2（［0, 1］, n）のφvの方向への変分に対応する、
O（M）の曲線 γ̂ の変分∂vは§2の結果から、

θ（∂v）'  =  （1－Z）－1φv

で特徴づけられる。
　fの微分dfをO（M）に引き戻すと、 n値関数とみなすことができる。これを∇fと表そう。終
点γ（1） ∈ Mにおける微分係数∂v f （γ（1））は、

∂v f  = ∇i fθi（∂v）

と表される。
　〈,〉をL2（［0, 1］, n）の内積とし、Z*をZの共役作用素とする。Z*もコンパクト作用素である。
ここで、

  Dμ =Σ
v

 〈φμ, （1－Z*）φv〉 ∂v

と定義する。
　ei : ［0,1］  n （i=1, 2, ..., n）を、

e1（s） = （1, 0, 0 ... ,0, 0）,
e2（s） = （0, 1, 0 ... ,0, 0）,

 ...,
en（s） = （0, 0, 0 ... ,0, 1）

で定義される定数関数とすると、

θj（∂v） = 〈θ （∂v）' , ej〉 = 〈（1－Z）－1φv, ej〉,

Σ
v
〈φμ, （1－Z*）φv〉θi （∂v） = 〈φμ, ej〉

であるので、

Dμ f  =Σ
j
∇j f 〈φμ, ej〉

となる。
　終点γ（1） ∈ Mにおいて、さらに∂vを適用すると、∂v∇j f  =∇2

ij fθi （∂v） + ∇i f ωi
j （∂v）から、

∂v Dμ f  =Σ
i,j
（∇2

ij fθi（∂v） + ∇i f ωi
j （∂v）） 〈φμ, ej〉

となる。∇2 f は f のヘシアンをO（M）上に引き戻し、 n⊗ n値関数とみなしたものである。
　したがって、
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DλDμ f  =Σ
i,j（∇2

ij f 〈φλ, ei〉 +∇i fΣ
v
ωi

j （∂v） 〈φλ, （1－Z *）φv〉） 〈φμ, ej〉 （3.1）

である。（3.1）内の和Σvωi
j （∂v） 〈φλ, （1－Z *）φv〉については、

 ωi
j （∂v） = 〈ω（∂v）'ej, ei〉 = 〈R（ξ,θ（∂v））ej, ei〉 =  〈R（ej, ei）ξ, （1－Z）－1φv〉

より、

Σ
v
ωi

j （∂v） 〈φλ, （1－Z*）φv〉 =Σ
v〈R（ej, ei）ξ,  （1－Z）－1φv〉 〈φλ, （1－Z*）φv〉

= 〈R（ej, ei）ξ, φλ〉
と、リーマン曲率が現れる。これを計算に入れれば、

DλDμ f  =Σ
i,j（∇2

ij f 〈φλ, ei〉 + ∇i f 〈R（ej, ei）ξ, φλ〉） 〈φμ, ej〉

を得る。
　したがって、さらに和をとることで、

Σ
λ

Dλ
2 f  =Σ

i,j
（∇2

ij f 〈ei, ej〉 +∇i f 〈R（ej, ei）ξ, ej〉）
=－Δ f  +Σ

i,j
∇i f 

1

0
（R（ej, ei）ξ, ej）σdσ

である。
　このように、L2（［0, 1］, n）での「2階微分作用素」

Σ
λ

D2
λ f

がM上の Laplace-Beltrami 作用素に関連付けられる事がわかる。また、リッチ曲率

Σi（R（ej, ei）ξ, ei）がΣλD2
λの計算中に現れる事も興味深い。
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